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Topic Reference
Recursion  and 
Backtracking Ch.1 and Ch.2  JeffE

Dynamic Programming Ch.3  JeffE and Ch.15 CLRS
Greedy Algorithms Ch.4  JeffE and Ch.16 CLRS
Amortized Analysis Ch.17 CLRS
Elementary Graph 
algorithms Ch.6 JeffE and Ch.22 CLRS

Minimum Spanning 
Trees Ch.7 JeffE and Ch.23 CLRS

Single‐Source Shortest 
Paths Ch.8 JeffE and Ch.24 CLRS

All‐Pairs Shortest Paths Ch.9 JeffE and Ch.25 CLRS
Maximum Flow Ch.10 JeffE and Ch.26 CLRS
String Matching Ch.32 CLRS
NP‐Completeness Ch.12 JeffE and Ch.34 CLRS 2



؟تا نقطه را به هم وصل كنيم nچند تا خط لازم داريم تا •

يم كمترين طول مورد نياز س. تا پين را با سيم به هم وصل كنيم nفرض كنيد قرار است كه •
چقدر است؟
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• model the wiring problem with 
• a connected, undirected graph 𝐺 ൌ  ሺ𝑉, 𝐸ሻ, 
• where 𝑉 is the set of pins
• 𝐸 is the set of possible interconnections between pairs of pins
• for each edge ሺ𝑢, 𝑣ሻ  ∈  𝐸, we have a weight 𝑤ሺ𝑢, 𝑣ሻ specifying the cost 
(amount of wire needed) to connect 𝑢 and 𝑣

• wish to find an acyclic subset 𝑇 ⊆  𝐸 that connects all of the vertices 
and whose total weight 𝑤ሺ𝑇 ሻ is minimized.

• 𝑤 𝑡 ൌ  ∑ 𝑤ሺ𝑢, 𝑣ሻሺ௨,௩ሻ∈்
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minimum‐spanning‐tree

• Since T is acyclic and connects all of the vertices, it must form a tree,
which we call a spanning tree since it “spans” the graph G.

• We call the problem of determining the tree T the 
minimum‐spanning‐tree problem.
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example

آيا درخت فراگير كمينه ديگري وجود دارد؟6



two algorithms for solving the MST problem

• Kruskal’s algorithm 
• Prim’s algorithm

• These two algorithms are greedy algorithms

• At each step of an algorithm, one of several possible choices must be 
made (the choice that is the best at the moment)

• we can prove that certain greedy strategies do yield a spanning tree 
with minimum weight.
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Time complexity for solving MST

• Kruskal’s algorithm 
• Prim’s algorithm

• using ordinary binary heaps
• run in time 𝑂ሺ𝐸 lg 𝑉ሻ

• using Fibonacci heaps
• Prim’s algorithm can be sped up to run in time 𝑂ሺ𝐸   𝑉 lg 𝑉ሻ
• is an improvement if |𝑉| is much smaller than |𝐸|
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In the following …

• First
• Learn  a genericminimum‐spanning‐tree algorithm that grows a spanning 
tree by adding one edge at a time

• Then
• Learn two ways to implement the generic algorithm
1. Kruskal
2. Prim
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Growing a minimum spanning tree (assumption)

• Assume that we have a connected, undirected graph G = (V, E) with a 
weight function w : E → R, and we wish to find a minimum spanning 
tree for G.
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Growing a minimum spanning tree (loop invariant)

• greedy strategy grows the minimum spanning tree one edge at a 
time.

• The algorithm manages a set of edges 𝐴, maintaining the following 
loop invariant:
Prior to each iteration, 𝐴 is a subset of some minimum spanning tree.
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Growing a minimum spanning tree (safe edge)

• At each step, we determine an edge ሺ𝑢, 𝑣ሻ that can be added to 𝐴
without violating this invariant, in the sense that 𝐴 ∪ ሼሺ𝑢, 𝑣ሻሽ is also a 
subset of a minimum spanning tree. We call such an edge a safe edge 
for 𝐴, since it can be safely added to A while maintaining the 
invariant.
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Cut and light edge

• A cut ሺ𝑆, 𝑉 െ  𝑆ሻ of an undirected graph 𝐺 ൌ  ሺ𝑉, 𝐸ሻ is a partition of 
𝑉

• We say that an edge ሺ𝑢, 𝑣ሻ  ∈  𝐸 crosses the cut ሺ𝑆, 𝑉 െ  𝑆ሻ if one of 
its endpoints is in 𝑆 and the other is in 𝑉 െ  𝑆.

• We say that a cut respects a set 𝐴 of edges if no edge in 𝐴 crosses the 
cut. 

• An edge is a light edge crossing a cut if its weight is the minimum of 
any edge crossing the cut
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Recognizing safe edges (Theorem 23.1)

• Let 𝐺 ൌ  ሺ𝑉, 𝐸ሻ be a connected, undirected graph with a real‐valued 
weight function 𝑤 defined on 𝐸. 

• Let 𝐴 be a subset of 𝐸 that is included in some minimum spanning 
tree for 𝐺, 

• let ሺ𝑆, 𝑉 െ  𝑆ሻ be any cut of 𝐺 that respects 𝐴, and let ሺ𝑢, 𝑣ሻ be a 
light edge crossing ሺ𝑆, 𝑉 െ  𝑆ሻ. Then, edge ሺ𝑢, 𝑣ሻ is safe for  …

15



16



GENERIC‐MST

GENERIC‐MSTሺ𝐺, 𝑤ሻ
1. 𝐴 ←  ∅
2. while A does not form a spanning tree
3. do find an edge ሺ𝑢, 𝑣ሻ that is safe for 𝐴
4. 𝐴 ←  𝐴 ∪  ሼሺ𝑢, 𝑣ሻሽ
5. return 𝐴

17



• The loop in lines 2–4 of GENERIC‐MST is executed |V| ‐ 1 times as 
each of the |V|‐1 edges of a minimum spanning tree is successively 
determined. 

• Initially, when 𝐴 ൌ  ∅, there are |𝑉| trees in 𝐺, and each iteration 
reduces that number by 1. 

• When the forest contains only a single tree, the algorithm 
terminates.
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Corollary 23.2

• Let 𝐺 ൌ  ሺ𝑉, 𝐸ሻ be a connected, undirected graph with a real‐valued 
weight function 𝑤 defined on 𝐸. 

• Let 𝐴 be a subset of E that is included in some minimum spanning 
tree for 𝐺, and let 𝐶 ൌ  ሺ𝑉, 𝐸ሻ be a connected component (tree) in 
the forest 𝐺 ൌ  ሺ𝑉, 𝐴ሻ. 

• If ሺ𝑢, 𝑣ሻ is a light edge connecting 𝐶 to some other component in 𝐺, 
then ሺ𝑢, 𝑣ሻ is safe for 𝐴.
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Kruskal
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• Consider GENERIC‐MST

• The set 𝐴 is a forest
• The safe edge added to 𝐴 is always a least‐weight edge in the graph 
that connects two distinct components.

• It uses a disjoint‐set data structure to maintain several disjoint sets of 
elements (contains the vertices in a tree).
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MST‐KRUSKAL

MST‐KRUSKALሺ𝐺, 𝑤ሻ
1. 𝐴 ←  ∅
2. for each vertex 𝑣 ∈  𝑉ሾ𝐺ሿ
3. do 𝑀𝐴𝐾𝐸 െ 𝑆𝐸𝑇ሺ𝑣ሻ
4. sort the edges of E into nondecreasing order by weight 𝑤
5. for each edge ሺ𝑢, 𝑣ሻ  ∈  𝐸, taken in nondecreasing order by weight
6. do if 𝐹𝐼𝑁𝐷 െ 𝑆𝐸𝑇 𝑢  ്  𝐹𝐼𝑁𝐷 െ 𝑆𝐸𝑇ሺ𝑣ሻ
7. then 𝐴 ←  𝐴 ∪ ሼሺ𝑢, 𝑣ሻሽ
8. 𝑈𝑁𝐼𝑂𝑁ሺ𝑢, 𝑣ሻ
9. return 𝐴
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running time of Kruskal

• The running time of Kruskal’s algorithm for a graph 𝐺 ൌ  ሺ𝑉, 𝐸ሻ 
depends on the implementation of the disjoint‐set data structure.

• We shall assume the disjoint‐set‐forest implementation of Section 
21.3 with the union‐by‐rank and path‐compression heuristics, since 
it is the asymptotically fastest implementation known.
• disjoint‐set operations take 𝑂ሺ𝐸 𝛼ሺ𝑉ሻሻ time
• since 𝛼ሺ|𝑉|ሻ  ൌ  𝑂ሺlg 𝑉ሻ  ൌ  𝑂ሺlg 𝐸ሻ ,
• the running time of Kruskal’s algorithm : 𝑂ሺ𝐸 lg 𝑉ሻ.
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Prim
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• Consider GENERIC‐MST

• The set 𝐴 forms a single tree
• The tree starts from an arbitrary root vertex 𝑟 and grows until the tree 
spans all the vertices in 𝑉

• The safe edge added to A is always a least‐weight edge connecting the tree 
to a vertex not in the tree.

• The key to implementing Prim’s algorithm efficiently is to make it easy to 
select a new edge to be added to the tree formed by the edges in A.
• min‐priority queue(𝑘𝑒𝑦ሾ𝑣ሿ is the minimum weight of any edge connecting 𝑣 to a 
vertex in the tree)
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MST‐PRIM

1. for each 𝑢 ∈  𝑉ሾ𝐺ሿ
2. do 𝑘𝑒𝑦ሾ𝑢ሿ ← ∞
3. 𝜋ሾ𝑢ሿ ←  𝑁𝐼𝐿
4. 𝑘𝑒𝑦ሾ𝑟ሿ  ←  0
5. 𝑄 ←  𝑉ሾ𝐺ሿ
6. while 𝑄 ്  ∅
7. do 𝑢 ←  𝐸𝑋𝑇𝑅𝐴𝐶𝑇 െ 𝑀𝐼𝑁ሺ𝑄ሻ
8. for each 𝑣 ∈  𝐴𝑑𝑗ሾ𝑢ሿ
9. do if 𝑣 ∈  𝑄 and 𝑤ሺ𝑢, 𝑣ሻ  ൏  𝑘𝑒𝑦ሾ𝑣ሿ
10. then 𝜋ሾ𝑣ሿ ←  𝑢
11. 𝑘𝑒𝑦ሾ𝑣ሿ  ←  𝑤ሺ𝑢, 𝑣ሻ
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• The performance of Prim’s algorithm depends on how we implement 
the min priority queue 𝑄.

• Binary min‐heap
• 𝑂ሺ𝑉 lg 𝑉   𝐸 lg 𝑉ሻ  ൌ  𝑂ሺ𝐸 lg 𝑉ሻ

• Fibonacci heaps 
• 𝑂ሺ𝐸  𝑉 lg 𝑉ሻ
• Fibonacci heaps use amortized analysis
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Example: MSP by Prim
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